ПРИЛОЖЕНИЕ

Ю.П. Юрачковский
МЕТОД ГРУППОВОГО УЧЕТА АРГУМЕНТОВ:

СТАТИСТИЧЕСКИЕ ПРЕДПОСЫЛКИ И ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ АСПЕКТЫ ПРИМЕНЕНИЯ 

Метод группового учета аргументов (МГУА) является одним из методов восстановления статистической зависимости между входными и выходной переменными по выборкам наблюдений. Предложен этот метод А.Г.Ивахненко в конце 60-х годов (Ивахненко, 1969). Свое обоснование в рамках математической статистики метод получил в последнее десятилетие (Ивахненко, Юрачковский, 1987). В настоящее время МГУА рассматривается как один из разделов прикладного статистического анализа, более того, как раздел регрессионного анализа, понимаемого в широком смысле.

Статистические предпосылки метода следующие:

П1. Имеется семейство независимых случайных величин y(v), v ( V ( Rm с неизвестными математическими ожиданиями yо(v) и неизвестной конечной дисперсией (2 и задана выборка n наблюдений этого семейства в неслучайных точках множества W = {w1, w2,..., wn} ( V.
П2. Задано множество ( функций f(((,(),  ( ( (, определенных на множествах V x ((,  (( = Rm(.

В дальнейшем эти функции будем называть структурами моделей или просто структурами, и вместо f(((,() писать f(; функции f(((, ((), (( ( ((, будем называть моделями, имеющими структуру f(; (( будем называть параметром этой модели.

Структуру f( будем называть несмещенной, если найдется такое значение ((o параметра ((, что f( (v, ((o) = yo(v), v ( V. В противном случае структуру будем называть смещенной.

В этих терминах и предпосылках одна из задач, решаемых при помощи МГУА, состоит в том, чтобы найти несмещенную структуру, если такая содержится в множестве (. Очевидно, что непосредственное нахождение несмещенной структуры, исходя из предпосылок П1 и П2 невозможно, поэтому для решения поставленной задачи прибегают к статистическим оценкам.

Для получения  конструктивных результатов усилим П2 следующим образом:

П2'. Задано  множество  ( линейных по векторному параметру (( структур f(,  ( ( (,  определенных на множествах V x ((,  (( = Rm(.

Из П2' следует, что функции f(((, (() представимы в виде f(((, (() = ((т ((((), где (((() = [(((1)((), (((2)((), ..., (((n)(()]т - вектор известных функций.

Обозначим         
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и назовем  нормированным  квадратичным  критерием  качества модели f (((, (() величину CR(=Yт F( Y, где F(  - квадратная матрица размера n, обладающая следующими свойствами:

· симметричности;

· положительной полуопределенности;

· если f ( - несмещенная структура, то F( Y = 0;

· tz F( = 1.

Матрица F(, определенная выше, в общем случае не единственна, но какими бы ни были матрицы F( и F(, если структура несмещенная, то

E[Yт F( Y] - E[Yт F( Y] ( 0,   
 (1)

где E - оператор математического ожидания.

Доказательство неравенства (1) вытекает сразу же из того, что

E[Yт F( Y] = Y0т F( Y0 + (2, ( ( (,

а также из того, что F( Yо = 0  и Y0т F( Y0 > 0. 

Доказанный факт является обоснованием использования

f = arg min Yт F( Y  


(2)

(
в качестве оценки несмещенной структуры.

В оценке (2) имеет место произвол в выборе матрицы F(. В МГУА обычно используются специфические критерии качества моделей, такие, как критерий регулярности, критерий непротиворечивости и т.п. (правильнее было бы их называть критериями нерегулярности, противоречивости и т.п.) Для описания этих критериев введем обозначение
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Рассмотрим далее горизонтальное разбиение матрицы X(  на две подматрицы. Более того, условимся нижний индекс ( опускать всякий раз, когда рассматривается только одна структура, и обозначать это разбиение как
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(3)

Количество строк в подматрицах XA и XB обозначим nA и nB соответственно, а подмножества множества W, соответствующие разбиению, будем называть множествами A и B соответственно. Обозначение (3) можно переписать в виде X = [XA, XB]т и определить по аналогии Y = [YA, YB]т .
Пусть теперь (A есть оценка параметра (, полученная на множестве A методом наименьших квадратов:

(A = (XAт XA)-1 XAт YA . 

По аналогии определим

YAA = XA (A ;  YBA = XB (A ; YA  = X (A  и т. д.

В этих обозначениях критерий регулярности дается формулой:

AR = h ||YB - YBA||2 =  h ||YB - XB (A||2 =

= h ||YB - XB (XAт XA)-1 XAт YA ||2  = h ||YB - PAB YA||2 ,

где PAB = XB (XAт XA)-1 XAт ,  h - некоторый нормирующий  множитель, смысл которого будет объяснен ниже.

Легко понять соображения, положенные в основу описанного критерия: оценивание параметра ( и оценивание качества модели осуществляется на различных (непересекающихся) подвыборках. Множество A в этом случае иногда называют обучающим, множество B - проверочным.

Нетрудно заметить, что
AR = h ||YB - PAB YA||2 =  h (YAт PABт PAB YA - YAт PABт  YВ  - YВт PABт  YА + YВт YВ ) =  
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где InB - единичная матрица размера nB. Если обозначить теперь
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AR = Yт FAR Y. 

Для того, чтобы критерий регулярности был нормированным квадратичным критерием качества модели, необходимо, чтобы матрица FAR обладала перечисленными ранее четырьмя свойствами: 

· FAR= FARт; 

· FAR > 0; 

· FAR Yо = 0 (если рассматриваемая структура несмещенная);  

· tz FAR = 1. 

Выполнение первых двух свойств устанавливается непосредственной проверкой.  Выполнение третьего свойства следует из того, что


[image: image7.wmf]0

0

0

т

т

т

т

º

ú

ú

û

ù

ê

ê

ë

é

=

ú

û

ù

ê

ë

é

ú

ú

û

ù

ê

ê

ë

é

-

=

ú

û

ù

ê

ë

é

ú

ú

û

ù

ê

ê

ë

é

-

V

V

B

A

B

A

n

BA

BA

BA

BA

B

A

n

BA

BA

BA

BA

X

X

Y

Y

I

P

P

P

P

Y

Y

I

P

P

P

P

B

B

.
Для выполнения четвертого свойства необходимо, чтобы
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но ничто нам не мешает положить h именно таким. Следовательно,критерий регулярности есть нормированный квадратичный критерий качества модели, для него верна формула (1) и он может быть использован для оценивания несмещенных структур.

Критерий непротиворечивости дается формулой:
CB = h ||YA – YB||2 =  h ||XA (A - XB (B||2 

Легко убедиться, что
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где h = (tz (PWAт PWA + PWBт PWB))-1 , т.е. критерий непротиворечивости также является нормированным квадратичным критерием качества модели. В его основу положено естественное требование - чтобы оценки вектора Yo, построенные на множествах A и B, различались в наименьшей мере. 
Отметим, что в литературе по МГУА это требование неоднократно подвергалось критике в связи с тем,  что  две "плохие"  оценки  вектора Y могут,  тем не менее,  мало отличаться друг от друга, что может в свою очередь привести к "плохой" оценке несмещенной структуры. Эта критика небезосновательна: в частности, в так называемых итерационных алгоритмах МГУА, о которых речь пойдет ниже,  этот критерий применять нельзя.  Но надо иметь в виду и то, что применение любого другого критерия может привести к выбору "плохой"  оценки  несмещенной  структуры.  Подробнее о вероятности этой ошибки можно прочитать  в  монографии  А.Г.Ивахненко  и  Ю.П. Юрачковского (1987).

Существуют и другие критерии МГУА (Ивахненко, Степашко, 1985; Ивахненко, Юрачковский, 1987). Остаточную сумму квадратов, определяемую формулой

RSS = ||Y - YW||2 / (n - m),

было принято считать внутренним критерием.  В противовес ему  была также разработана система внешних критериев.

К сожалению, строгого определения понятия "внешний критерий" не существует. Одно из возможных определений состоит в следующем. Внешними критериями называют квадраты норм невязок векторов Y, YA, YB и (или) их оценок при следующем ограничении: оценки параметра ( и квадрат норм невязок вычисляются на несовпадающих множествах. Иными словами, внешними являются критерии, которые предполагают развитие множества W на подмножества A и B. Приведенное определение не является общепринятым даже в рамках теории МГУА. Само возникновение термина "внешний критерий" обязано аналогии с термином "внешнее дополнение" (Бир, 1963). На ранних этапах развития теории МГУА эта аналогия служила косвенным обоснованием предпочтительности применения внешних критериев. В настоящее время стало ясно, что эта аналогия приводит к неверным выводам. Более того, сам термин "внешнее дополнение" определен не слишком строго (Бир, 1963), а ссылка на теорему Геделя о неполноте при обосновании целесообразности использования "принципа внешнего дополнения" представляется и вовсе неуместной. Что же касается предпочтительности тех или иных критериев при оценивании несмещенных структур, то, действительно, можно указать функционал, характеризующий качество критерия, в смысле которого критерии АR и CB, как правило, окажутся лучше, чем RSS, но еще лучше будет критерий не являющийся внешним, если следовать данному выше определению.  К более подробному рассмотрению последнего утверждения мы еще возвратимся.

Итак, первой особенностью МГУА является использование специфических квадратичных критериев, второй - использование итерационных процедур для решения задачи по оптимизации выражения (2). Понятно, что если множество ( конечно и состоит к тому же из небольшого числа элементов, то эту задачу можно решить простым перебором. Для этой цели, кстати, и предназначены так называемые комбинаторные алгоритмы МГУА. Но на них останавливаться не будем, а отошлем заинтересованного читателя к уже цитированным работам (Ивахненко, Степашко, 1985; Ивахненко, Юрачковский, 1987). Если же множество ( хоть и конечно, но число элементов в нем велико, то полный перебор может оказаться практически невозможен. Нельзя осуществить перебор и в случае, когда ( - бесконечное множество. Однако для двух весьма распространенных в регрессионном анализе множеств удается построить итерационный алгоритм решения задачи оптимизации выражения (2). Этими множествами являются
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где J - подмножество множества {0, 1, ... , m}, и
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где Pkj принимают значение 0, 1, 2, ..., m. В обоих случаях имеется в виду, что v = [v1, v2, ..., vm]T и vo = 1. Легко увидеть, что (L - множество многочленов степени 1 от переменных v0, v1, ..., vm, а (p - множество произвольных многочленов от этих же переменных.

Формальное определение итерационного алгоритма МГУА дано в работе А.Г.Ивахненко и Ю.П.Юрачковского (1987) и здесь изложим его схему без излишней строгости.

Частной моделью (r + 1)-й  итерации назовем  модель   вида a zi(r) + b zj(r) в случае, когда задача (2) решается для множества (L , и вида a zi(r) + b zj(r) zl(r) - для множества (p. Здесь a и b - оценки скалярных параметров по методу наименьших квадратов, а zi(r), zj(r), zl(r), zl(r) - переменные r-й итерации. Переменными же r-й итерации являются некоторое число лучших, в смысле критерия CR, частных моделей (r-1)-й итерации, а также переменные v1, v2, ..., vm (vo = 1, vm+1 = 0). Переменными нулевой итерации являются только v1, v2, ..., vm, vm+1 .

Работа алгоритма состоит в том, что, стартуя с нулевой итерации, он осуществляет описанный процесс перехода от итерации к итерации до тех пор, пока значение критерия для лучшей (в смысле этого же критерия) частной модели (r+1)-й итерации будет не лучше, чем для лучшей частной модели r-й итерации.

Построенная таким образом модель является некоторой функцией переменных v1, v2, ..., vm, причем линейной по этим переменным, если частная модель имела вид a zi(r) + b zj(r), и многочленом от этих переменных в ином случае. "Разворачивание" этой модели, т.е. представление ее в виде функции от v1, v2, ..., vm, а не в виде суперпозиции частных моделей, - это уже дело техники и здесь рассматриваться не будет. Скажем только, что в линейном случае проблема "разворачивания" решается тривиально, а в случае ее одночленов - при помощи так называемой нумерации многочленов (подробнее см.: Ивахненко, Юрачковский, 1987).

Возникает естественный вопрос: какими свойствами обладает построенная таким образом модель? На сегодняшний день имеется только одна содержательная теорема, частично проливающая свет на этот вопрос. Она состоит в том, что при CR = RSS алгоритм для множества (L сходится к регрессионной модели (см.: Ивахненко, Юрачковский, 1987). Не ясно, к чему сходится алгоритм в случае применения внешних критериев МГУА, хотя известно, что он сходится (Ивахненко и др., 1976). Отсутствуют какие бы то ни было теоретические результаты по сходимости итерационных алгоритмов МГУА для множества (p. Это все, так называемые, текущие проблемы МГУА.

Отметим также, что кроме описанных выше итерационных алгоритмов МГУА, существуют и другие, созданные как у нас в стране, так и за рубежом. Здесь нет возможности заняться не только их описанием, но и простым перечислением. Преимущественное число публикаций по новым алгоритмам МГУА приходится на журнал "Автоматика" (начиная с 1969 г.). Что касается зарубежных исследований в этой области, то они также весьма многочисленны (см., например: Self-Organizing Methods.., 1984; Степашко, Юрачковский, 1986). Эти работы носят в основном прикладную направленность, а в небольшом числе теоретических работ вопросы сходимости итерационных алгоритмов МГУА почти не затрагиваются.

Иное положение дела в области решения другой ключевой проблемы МГУА - исследовании критериев качества моделей. Здесь имеется значительное число публикаций. В первую очередь это связано с тем, что указанная проблема представляет интерес не только для МГУА, а для всего регрессионного анализа. Однако выделим отсюда одну, специфическую для МГУА проблему. Зададимся вопросом: нужны ли внешние критерии, хороши ли они? В 1982 г. в личной беседе с автором настоящего Приложения проф. В.В.Налимов сформулировал этот вопрос так: существует ли аксиоматика, в рамках которой разбиение множества W на подмножества A и B имеет статистический смысл? Представляется, что на сегодняшний день есть положительный ответ на этот вопрос.

Пусть требуется решить, какая из структур f( или f( является несмещенной. Если окажется, что структура f(несмещенная, то естественно предпочесть из двух критериев тот, для которого выражение Е[CR(] - Е[CR(], фигурирующее в левой части неравенства (1), будет принимать большее значение. Обозначим как Z(X() пространство, натянутое на вектор-столбцы матрицы X(. Тогда величину
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назовем различимостью структуры f(  против f( и скажем, что из двух критериев тот лучше, для которого различимость больше. Оптимальный критерий естественно определить формулой. 
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Оказалось, что в смысле различимости внешние критерии лучше внутренних (Юрачковский, 1988), хотя наилучшим, очевидно, является оптимальный, для которого F( = F*((/(). Что же касается оптимального критерия, то он в смысле данного ранее определения не обязательно является внешним, что легко увидеть из формулы, дающей аналитическое решение задачи (4) (здесь мы приводим ее  частный  случай):

F*((/() = (tz(STNNTS)-1)-1 NNTS(STNNTS)-2STNNT, 



 (5) 

где S - матрица, столбцами которой являются векторы ортонормированного барьера пространства Z(X(); N - матрица, столбцами которой являются векторы ортонормированного базиса нуль-пространства матрицы X(. Приведенная формула является частным случаем формулы, полученной ранее (Юрачковский, 1988); для ее справедливости требуется, чтобы ранг матрицы STNNTS был максимальным (в общем случае формула несколько сложнее для обозрения). Из формулы (5) легко видеть, что для достижения оптимального критерия разбиения выборки не требуется.

Упомянем здесь и о том, что наряду с задачей поиска несмещенной структуры в МГУА рассматривается также задача поиска наилучшей экстраполирующей модели. Качество модели в этой задаче характеризуется функционалом, который обозначают (Ермаков, Жиглявский, 1987):

J = E||Y – Y0 ||2 .


(6)

Значение функции (6) зависит от (2. Это обстоятельство приводит к тому, что если структура f( несмещенная, а f(  - смещенная, но (( < ((, то в предположениях П1, П2' всегда найдется такое (2критич, при которой (в диапазоне (2 > (2критич) функционал J будет принимать для структуры f( значение большее, чем для f(. Этот факт широко известен в прикладном регрессионном анализе. Его теоретическому осмыслению и использованию для построения помехоустойчивых моделей посвящена книга А.Г.Ивахненко и В.С.Степашко (1985). В этом направлении возможности МГУА продолжают исследоваться.

В целом МГУА в настоящее время оформился в научное направление в рамках прикладного регрессионного анализа со своей специфической теоретической направленностью и широким полем практических приложений. 
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