ГЛАВА 3. МОДЕЛИРОВАНИЕ  ТРЕНДА  ДИНАМИЧЕСКИХ РЯДОВ
3.1. ВОССТАНОВЛЕНИЕ  ОДНОМЕРНЫХ  ЗАВСИМОСТЕЙ

ПОЛИНОМАМИ  И  СПЛАЙНАМИ

Стойте! стойте! на мгновенье
Дайте бездну оглянуть!

- Легки плавные движенья

Дев, свершающих свой путь.
Валерий Брюсов 

3.1.1. Оптимальная сложность моделей прогнозирования

В практике анализа динамических рядов наболее характерны задачи интерполяции и экстраполяции, когда по эмпирическим данным требуется найти функцию (указать алгоритм) вычисления с достаточной точностью значения изучаемой физической величины в произвольные моменты времени t.

Формальная постановка задачи сводится к следующему (Алгоритмы и программы..., 1984). В некоторой динамической среде cлучайно и независимо задана скалярная величина t, которая характеризуется плотностью распределения вероятности P(t). Пусть в этой среде работает преобразователь, который каждому элементу t ставит в соответствие число y, полученное в результате реализации случайного испытания, согласно закону P(y/t). Ни свойства среды P(t), ни закон P(y/t), вообще говоря, неизвестны, однако известно, что существует объективный закон изменения отклика y = y(t). Требуется по случайной независимой выборке пар

{y1, t1}, {y2, t2} , ..., {yn , tn}

восстановить искомую закономерность, т.е. в классе функций F(t, a) отыскать функцию F(t,  a*),  наиболее близкую к y(t).  
Теория множественности моделей утверждает,  что по экспериментальным  данным принципиально  нельзя  ограничиваться  одной единственной моделью. Для каждого объекта, рассматриваемого как некоторый черный ящик, можно найти бесконечное множество моделей, имеющих одинаковые или почти одинаковые внешние проявления.

В гл. 2 рассматривались параметрические модели тренда, выражаемые простыми алгебраическими функциями, а также обсуждалась их недостаточная эффективность при описании многолетних временных последовательностей, характеризующихся "горбами", перегибами и прочими нестационарными атрибутами. В этом случае неоптимальность модели связана с ее недоопределенностью, когда сложность структуры аппроксимирующей функции недостаточна для отображения сложности изучаемого динамического процесса. По этому поводу У.Р.Эшби (1967) пишет: "Время простых моделей прошло..." Сложность модели для сложных объектов принципиально необходима.

Другим возможным источником неоптимальности является переопределенность структуры выбранной модели: через n точек всегда можно провести бесконечное множество кривых с нулевой ошибкой (например, с помощью полиномов степени выше n), а это исключает какую-либо возможность содержательной интерпретации полученной зависимости. До сих пор во многих научных работах авторы постулируют некоторую зависимость лишь на том основании, что она весьма близко прошла через их экспериментальные точки. Такие доказательства правильности теорий нельзя принимать серьезно, так как за пределами эмпирического материала такая модель может вести себя достаточно "причудливым" образом, что поставит под сомнение возможность получения надежного прогноза и достоверной связи между факторами.

Таким образом, утверждение "чем сложнее модель, тем она точнее" не соответствует истине. Переусложнение модели так же вредно, как и ее недоусложнение (Ивахненко, 1982).

Сущность нахождения модели оптимальной сложности заключается в ее поэтапной структурной идентификации, т.е. одновременном определении оптимальной структуры и оценки параметров модели. Для решения этой задачи, когда структура объекта и, соответственно, модели неизвестна, или известна неполностью, генерируются определенные наборы моделей различной сложности и отбираются (селектируются) лучшие из них по целесообразно заданному критерию регуляризации.

Критерии выбора моделей можно разделить на внутренние и внешние.  Критерий регуляризации называется внутренним, если его определение основано на использовании тех же данных, что и для получения самой модели. Внешние критерии, широко используемые алгоритмами самоорганизации,  вычисляются на основе проверочных  последовательностей - "свежих точках", - не участвовавших при синтезе модели. Теоретическим обоснованием внешних критериев  (см.  Приложение) часто  служит  не  всегда корректное привлечение теоремы неполноты Геделя (Нагель,  Ньюмен,  1970), утверждающей, что никакая система аксиом не может быть логически замкнутой: всегда можно найти такую теорему, для доказательства которой потребуется внешнее дополнение - расширение исходной системы аксиом. В пользу внутренних критериев говорит здравый смысл экономичности: при разделении таблицы исходных данных на обучающую и проверочную последовательности неизбежно снижается качество самого обучения (т.е. оценивания параметров модели) из-за снижения репрезентативности выборки. Идеальным арбитром является метод скользящего контроля, когда модель строится по (n-1) точкам, а в оставшейся точке рассчитывается уклонение прогноза, причем описанная процедура повторяется n раз. Оценка скользящего контроля является несмещенной (Вапник, 1974) и эффективной, хотя получение n моделей может вызвать труднопреодолимые вычислительные проблемы.

Утверждается (Ивахненко, 1969; 1982), что только внешние критерии могут проходить через минимум при постепенном усложнении модели, и это дает возможность найти единственную модель оптимальной сложности. Однако далее будет показано, что этим свойством обладает и такой, например, сугубо внутренний критерий как функционал среднего риска.

В качестве конкретных критериев селекции моделей могут быть использованы следующие:

· среднеквадратичная ошибка и различные ее вариации (например, критерий среднего риска, предложенный В.Н.Вапником; 1974);

· некоторые статистики (например, частный F-критерий), оценивающие целесообразность включения в модель отдельных фрагментов-претендентов (Дрейпер, Смит, 1974);

· детально представленный в работах А.Г.Ивахненко с соавторами (1975; 1982) постоянно расширяющийся набор критериев для моделей самоорганизации (критерии несмещенности, сходимости, баланса переменных, комбинированные критерии и т.д.).

Нет нужды проводить детальный сравнительный анализ различных форм критериев регуляризации, хотя бы по той причине, что каждому критерию соответствует своя область применимости, где он в полной мере может быть компетентным.

3.1.2. Концепция минимизации среднего риска

Один из путей нахождения наилучшей функции F(t,  a*) заключается (Вапник,  1979;  Алгоритмы и прогаммы..., 1984) в минимизации функционала среднего риска:

I(a) = Q (t, a*) P(y|t) P(t) dy dt  ,

где Q (t, a*) - некоторая функция потерь. Таким образом, построение модели тренда сводится к нахождению функций (алгоритмов),  которые на выборках фиксированного объема гарантировали бы с заданной надежностью достижение значения риска, близкого к минимальному.

Следует отметить, что, упомянув термин "наилучшая функция", мы неизбежно сталкиваемся с рядом вопросов, например: "Что значит "наилучшее" приближение к восстанавливаемой зависимости?", "Как найти наилучшую функцию, если искать ее в некотором конструктивно заданном множестве, скажем, в множестве степенных или тригонометрических полиномов?" и, наконец, "Приведет ли подмена задач к успеху, т.е. гарантирует ли успешная минимизация функционала I(a) нахождение наилучшей функции?"

Первый из этих вопросов возникает в связи с тем, что в функциональном анализе используются по крайней мере две нормы близости двух функций f1(t) и f2(t) между собой:

· по метрике L2 среднеквадратической близости, определяемой как

(L(f1,f2) = { [f1(t) - f2(t)]2  P(t) dt } 0.5 <  (,

· и по метрике С равномерной близости

(C(f1,f2) =  sup | f1(t) - f2(t) | < ( ,

где  (
- заданный порог близости.

Заметим, что  требование  равномерной близости является более сильным, чем среднеквадратичной (из выполнения второго неравенства следует  выполнение первого,  в то время как обратное утверждение, вообще говоря, неверно). В задаче восстановления регрессии вид используемой метрики выбирается в зависимости от того, как в дальнейшем предполагается использовать синтезированную модель y = F(t,a). Для целей прогноза величины y в зависимости от варации t целесообразно использовать метрику L2, поскольку точность прогноза традиционно оценивается как относительная (среднеквадратичная) ошибка. В этом случае функционал среднего риска будет иметь вид:

I(a) = ( [y - F(t,a)]2 P(y|t) P(t) dy dt  ,

в котором потери аппроксимации Q (t, a) определены как квадратичная функция [y - F(t,a)]2. Однако существуют задачи, где близость в метрике L2 недостаточна. Например, при моделировании искусственных экосистем даже кратковременный выход такого параметра среды, как концентрация кислорода, за пределы технологического диапазона c может привести к вымиранию биоты или распаду биотопа.

Алгоритмически построение аппроксимирующей функции регрессии с иcпользованием метрики L2 заключается в поиске функции, минимизирующей ее среднеквадратичное уклонение от экспериментально наблюдаемых значений, т.е. эмпирический риск является функционалом от
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где (yi,ti), i = 1, ..., n - полученные из опыта пары значений величины y в моменты времени t; 
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 - дисперсия замеров yi. Различные конструкции функции ((t) определяют и различные алгоритмы  расчета ее определяющих параметров. Значение функционала эмпирического риска для рассматриваемых ниже классов функций является оценкой среднего риска, сходящейся к нему по вероятности.

Проблема нахождения наилучшей функции также тесно связана с проблемой ее структурной идентификации. Пусть на множестве функций F(t,a) задана структура, т.е. выделено минимальное подмножество элементов S1, затем подмножество S2, содержащее S1, ..., и, наконец, подмножество Sq, совпадающее со всем множеством F(t,a):

S1  ( S2 ( ....
  ( Sq .

Метод структурной минимизации риска состоит в том, чтобы найти такой элемент структуры (подмножество S*), в котором функция F(t,a) будет соответствовать минимальной оценке среднего риска, и принять эту функцию за решение. Таким образом, структурная идентификация реализует двухуровневую процедуру минимизации:

- сначала на каждом элементе Si структуры выбирается функция F(t,a), минимизирующая величину эмпирического риска;

- затем из q отобранных функций выбирается такая, которая доставляет величине риска гарантированный минимум.

Поскольку полный перебор всех уровней структуры часто оказывается невозможным, то итерацию начинают с класса функций S1, а переход на последующие уровни прекращают в случае стабильного ухудшения выбранного критерия качества: оценки среднего риска, оценки скользящего контроля, либо иного критерия, основанного, например, на использовании внешнего дополнения.

Задание структуры на множестве функций F(t, a) является неформальным моментом в реализации метода. Те функции, которые, по мнению исследователя, более вероятно приближают искомую, следует относить к классу Si с меньшим номером.

3.1.3. Восстановление функций тренда в классе полиномов

Определим структуру, в которой каждое подмножество Sp состоит из набора полиномов со степенью, не превосходящей р. Такое упорядочение полиномов по числу членов разложения ряда, составленного из элементов

1, t, t2, t3, ..., tk, ..., tp,

расположенных в порядке возрастания степени k, является "естественным" (но не единственным).

На каждом k-м уровне структуры в качестве функции ((t) берется алгебраический полином степени k, который представляется в виде
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где aj - коэффициенты разложения; Qj(t) - полином Чебышева степени j, значения которого вычисляются по реккурентной формуле (Справочник по типовым ..., 1980)

Qj(t) = 2 t Qj - 1(t) - Qj - 2(t),         Q0(t) = 1,    Q1(t) = t.

Выражение алгебраического полинома через полиномы Чебышева эффективно с точки зрения построения вычислительных процедур. При таком представлении функционал среднеквадратичной ошибки имеет вид:
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Вектор коэффициентов разложения функции регрессии по полиномам Чебышева a* = (a0, a1, ..., ak) , соответствующий минимуму  ((a) находится путем решения нормальной системы линейных алгебраических уравнений

a* = ( Фт Ф )-1 Фт y ,

где y - вектор экспериментальных значений исследуемой зависимости; Ф = |Qj (ti)/(i2|  - матрица размера n(k+1) значений полиномов Чебышева  в моменты времени ti.  Оценка качества приближения функции регресcии, зависящая от степени полинома k и справедливая для любой случайной выборки, вычисляется по формуле
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где (1 - () - вероятность, с которой справедлива эта оценка (Алгоритмы и программы ..., 1984) .

Процедура структурной идентификации заключается в построении полиномов различных степеней (т.е. последовательный перебор элементов структуры Sk), нахождении для каждой степени минимума функционала среднеквадратичной ошибки и в выборе из них полинома, для которого критерий I(k) принимает наименьшее значение, что соответствует гарантированному минимуму функционала среднего риска.

Рассмотрим примеры интерполяции временных рядов полиномами, приняв значения ошибки измерения во всех точках 
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 = 1, а  ( = 0.95. На рис. 3.1 представлены графики изменения ошибки интерполяции ((a*) и функционала качества приближения I(k) с увеличением степени полинома k для средней скорости северного ветра CКОРОСТЬ.
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Очевидно, что минимум среднего риска приходится на полином с k = 7, имеющий следующее уравнение восстановленной эмпирической зависимости:

Y(t) = 2.72 + 0.32 t - 0.014 t2 + 0.000245 t3 - 2.01(10-6 t4 +

+  8.35(10-9 t5  - 1.71(10-11 t6 + 1.38(10-14 t7
cо средним квадратом разности yрас и yфакт ((a*) = 2.23 и критерием среднего риска I(7) = 3.425. График полученной модели представлен на рис. 3.2.
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Аналогичная модель временного ряда NH4+ (модель R2) при степени полинома k = 9, полученная при экстремальных значениях ошибки ((a*) = 2601.9 и критерия I(9) = 5476.4, представлена на графике рис. 3.3.
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3.1.4. Интерполяция временных рядов сплайнами

Свое происхождение термин "сплайн" ведет от длинных гибких линеек, используемых чертежниками в качестве лекал для проведения плавных кривых через заданные точки. Еще в 1905 г. академик  С.Н.Бернштейн в качестве альтернативы "капризным" многочленам предложил пользоваться для приближенного представления функций ломаными линиями с вершинами в экспериментально определенных точках. Кусочно-линейная аппроксимация - частный случай сплайнов первой степени.

Поскольку из физических соображений моделируемая функция очень часто не должна иметь изломов, вместо отрезков прямых стали использовать функции более высокой степени. При этом композиция из "кусочков" многочленов данной степени состыковывается так, чтобы получившаяся функция была бы максимально гладкой.

Пусть отрезок [a,b] разбит на (k + 1) части точками a1 < ...< ak. Сплайном или кусочно-полиномиальной функцией степени m с k cопряжениями в точках a1, ..., ak называется функция ((t), которая на каждом интервале (aj, aj+1), j = 0, ..., k, описывается алгебраическим полиномом Pj(t) степени m. Коэффициенты полиномов Pj(t) согласованы между собой так, чтобы выполнялись условия непрерывности функции ((t) и ее (m - 1) производных в узлах сопряжений.

Наилучший способ приближения сплайнами (Алберг и др., 1977; Носинова, 1977; Рвачев, Рвачев, 1978; Стечкин, Субботин, 1978) - интерполяция в равноотстоящих узлах, причем наиболее употребительны сплайны третей степени (кубические сплайны). Среди всех функций ((t), имеющих непрерывную вторую производную ('(t), кубический сплайн имеет (''(a) = (''(b) = 0 и минимизирует интеграл
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т.е. обладает свойством минимальной кривизны.

Определим фундаментальные сплайны Pj(t), j = 1, 2, ..., k + 4, как линейно независимые кубические сплайны, обладающие следующими свойствами:

· Р1(t) и Pk+4(t) принимают значения ноль во всех узлах сопряжения и на концах отрезка, а первые производные P'1(a) = 1, P'1(b) = 0, P'k+4(a) = 0, P'k+4 (b) = 1;

· остальные k + 2 фундаментальных сплайнов принимают значения ноль во всех узлах сопряжения, кроме одного, в котором значение сплайна равно 1; 

· первая производная на концах отрезка равна нулю. 

Значения фундаментальных сплайнов находятся решением линейной алгебраической системы с трехдиагональной матрицей.

Тогда любой сплайн на заданной сетке можно представить как
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где aj - коэффициенты разложения,  Pj(t) -  набор  фундаментальных сплайнов.

Аналогично полиномиальному приближению, функционал cреднеквадратичной ошибки в случае кубического сплайн-приближения регрессии имеет вид:
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Вектор коэффициентов кубического сплайн-приближения a* = (a0, a1, ..., ak), соответствующий минимуму ((a), находится путем решения нормальной системы линейных алгебраических уравнений

a* = ( Sт S )-1 Sт Y  , 

где y - вектор экспериментальных значений исследуемой зависимости; S = | Pj (ti)/(i2 | - матрица размера n(k+4) значений фундаментальных сплайнов в моменты времени ti.

Оценка качества приближения функции регрессии, зависящая от числа узлов сопряжения k и справедливая для любой случайной выборки, вычисляется по формуле

[image: image13.wmf]ï

þ

ï

ý

ü

ï

î

ï

í

ì

ú

û

ù

ê

ë

é

-

+

+

+

-

=

n

k

n

k

a

k

I

/

ln

)

1

1

)(ln

1

(

1

/

)

(

)

(

*

h

D


где (1 - () - вероятность, с которой справедлива эта оценка (Алгоритмы и программы ..., 1982) .

Cтруктурная идентификация наилучшей модели заключается в построении сплайнов с различным числом узлов сопряжения в процессе их последовательного перебора, нахождении для каждого уровня k минимума функционала среднеквадратичной ошибки и в выборе из них сплайна, для которого критерий I(k) принимает наименьшее значение, что соответствует гарантированному минимуму функционала среднего риска.

Многими авторами акцентируется несомненное преимущество приближения сплайнами по сравнению с теми же полиномами. Так, теоретически доказано (Тихомиров, 1976), что равноточечные кубические сплайны - чуть ли не единственный способ, обеспечивающий равномерное и эффективное приближение любой непрерывной функции при отсутствии достаточно полной априорной информации о ее структуре. К сожалению, в случае с нашими временными рядами эти выводы не нашли подтверждения. Сплайны оказывались хуже, или, по крайней мере, не лучше полиномов.

Например, при сплайн-интерполяции ряда NH4+ , приняв значения ошибки измерения во всех точках 
[image: image14.wmf]2
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 = 1, а ( = 0.95, были получены следующие значения минимизируемых функционалов: 

Число узлов сопряжения k
Ошибка ((a*)
Средний риск I(k)

1
4220.3
7214.3

2
3248.4
5816.3

3
2967.5
5549.2

4
3050.2
5943.5

5
3085.1
6252.5

6
2766.9
5823.7

Модель сплайна с 3-мя узлами сопряжения (модель R3), соответствующая минимуму среднего риска, описывается следующими уравнениями:

на диапазоне t от  1 до  37 -  Y(t) = 0.00154(37-t)3 - 0.00022(t-1)3 + 0.703(37-t) + 2.15(t -1); 
на диапазоне t  от  37 до  72 - Y(t) = -0.00022(72-t)3 - 0.00026(t -37)3 + 2.15(72-t) + 1.91(t-37); 
на диапазоне t от  72 до 108 - Y(t) = -0.00026(108-t)3+ 0.0025(t-72)3+1.91(108-t) - 0.354(t-72); 
на диапазоне t  от 108 до 144 - Y(t) = 0.0025(144 - t)3- 0.0133(t -108)3 - 0.354(144 - t) + 16.9(t -108).

График полученной модели представлен на рис. 3.4.
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Аналогичная модель временного ряда Fe при количестве узлов сопряжения k = 5, полученная при экстремальных значениях ошибки ((a*) = 8657.3 и критерия I(5) = 17545, представлена на графике рис. 3.5.

Остается отметить совершенно подозрительное поведение полученных сплайнов на концах временных рядов, что делает их непригодными для надежной экстраполяции. 
[image: image16.png]FabKpeHIs





3.2. МЕТОДЫ САМООРГАНИЗАЦИИ  ДЛЯ  МОДЕЛИРОВАНИЯ

ТРЕНДА  ВРЕМЕННЫХ  РЯДОВ 

И, скользя тропой столетий,
Мимо жизни, мимо нас,

Ловко ловите вы в сети

Каждый выкованный час. 
Валерий Брюсов

3.2.1. Построение уравнения регресcии с выбором информативных факторов
Выше рассматривались алгоритмы нахождения наилучшей функции F(t, a*) из конечного множества моделей-претендентов, каждая из которых имеет уже жестко заданную структуру. Другим вариантом структурной идентификации является построение модели априори неизвестной конфигурации из отдельных фрагментов-"кирпичиков" в ходе последовательной (шаговой) процедуры. Прежде чем затронуть теоретические аспекты сущности процесса самоорганизации, рассмотрим ставший уже стандартным алгоритм поиска наилучшего уравнения регрессии шаговым методом.

Пусть структура  состоит из конечного множества элементов x = ( x1,  x2,  ...,  xm ) - переменных величин,  значение которых распределено во временном пространстве t.  В многофакторном случае в качестве хi рассматриваются независимые переменные (и их функциональные преобразования), сопряженно связанные с откликом y. При анализе одномерных временных рядов вектор x можно заполнить различными функциями от времени. Для определенности рассмотрим следующий набор из 8 функций:

x = ( t, 1/t, t 0.5, sin t, cos t, arctg t, ln t, e t/100 ).

В соответствии со вкусами и интуицией исследователя это множество может быть произвольно расширено.

Построение регрессионной модели предполагает выбор ее оптимальной или субоптимальной структуры, т.е. селекцию информативных факторов из множества сгенерированных переменных. Иными словами, в уравнение регрессии  включается только то минимальное подмножество входных переменных x,  которое без существенной потери  информации позволяет  объяснить имеющийся статистический разброс.  В качестве внешнего дополнения используется пороговое значение частного критерия Фишера, которое на каждом шаге включения очередного фактора в модель (или исключения его из модели) играет роль критерия регуляризации.

Метод "включений с исключениями",  впервые описанный в работе М.А.Эфроимсона (Efroimson, 1960) и базирующийся на общей идее метода наименьших квадратов, позволяет с заданной надежностью выбрать из полной матрицы стандартизированных нормальных уравнений наилучшую невырожденную подматрицу, т.е. выбрать модель наиболее оптимальной структуры.

Сущность метода заключается в шаговом преобразовании значений Rij корреляционной матрицы, i = j = 1, ..., (m+1). Выбор первой переменной для включения в модель осуществляется по максимальной из статистик (Дрейпер, Смит, 1974):

V1 = R1q Rq1 / R11,

т.е. в модель вводится переменная x1,  которая имеет наибольший по абсолютной  величине коэффициент парной корреляции с откликом R1q. При этом процедура включения выполняется, если справедливо неравенство для последовательного F-критерия:

F1 =  d V1 / (Rqq – V1) > F0 ,

где Fo - пороговое значение F-критерия, задаваемое исследователем, d - число степеней свободы, равное на  первом шаге  (m -1).

После включения переменной x1 в уравнение регрессии, элементы корреляционной матрицы пересчитываются по формулам прямого преобразования, чтобы исключить влияние уже учтенного фактора:
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Описанная процедура повторяется многократно,  пока  статистическая значимость включения по F-критерию на каждом шаге превышает заданный порог F0.

После очередного расширения модели анализируется взаимная коррелированность отобранных переменных: если их взаимосвязь существенна, то лишние факторы, вносящие наименьший вклад, из модели исключаются. В этом случае исключению подлежат те переменные, для которых вычисленное значение частного F-критерия меньше Fо (при числе степеней свободы d = m - g - 1, где g - текущее число факторов, вошедших в модель).

Вычисления прекращаются, если не осталось ни одной переменной, для которой вычисленное значение последовательного F-критерия превысило бы заданный порог.

Использование шаговой процедуры на примере временного ряда с откликом NH4+ позволило выделить три следующие модели-претендента:

· аддитивная модель, полученная в пространстве из 8 исходных факторов: 

Y(t) = 30.58 + 85.92 e t/100 - 16.63 t0.5 + 10.22 cos t ,

имеющая cтандартное отклонение для остатков ( = 69.24;

· аддитивная модель - модель R3 - на базе расширенного набора из 44 переменных (8 исходных функций от t плюс 36 всех их возможных парных произведений):

Y(t) = 536.9 - 150.8 (e t/100 )2 + 153 (ln t)2 + 268.2 ln t e t/100 - 379.1 t0.5  arctg t ,

(( = 67.34 , коэффициент множественной корреляции R = 0.548, достоверность уравнения регрессии по критерию Фишера F = 14.1, график функции представлен на рис. 3.6);

· мультипликативная модель - модель R4 - в расширенном пространстве переменных:

ln Y(t) = 4.2 + 0.096  (e t/100 )2 - 0.139 ln t.

Во всех случаях использовалось пороговое значение F-критерия Fо = 1.5.
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Метод Эфроимсона является не единственной шаговой процедурой регрессионного анализа. Например, в известном пакете научных программ SSP фирмы IBM реализован сокращенный метод включений Дулитла, не реализующий исключение скоррелированных пар признаков и использующий для селекции факторов отношение ковариаций к дисперсии отклика.

3.2.2. Самоорганизация моделей по опытным данным

Под самоорганизацией понимается самопроизвольное возникновение организации (упорядоченности) в некоторой автономной системе. Для возникновения самоорганизации необходимо иметь исходную структуру, механизм случайных ее мутаций и механизм отбора, благодаря которому мутация оценивается с точки зрения полезности для улучшения качества системы.

Выделяют следующие принципы самоорганизации математических моделей на ЭВМ:

· принцип неокончательных решений, предложенный Д.Габором (Gabor, 1971): "...всякая однорядная процедура может быть замененамногорядной при условии сохранения достаточной свободы выбора нескольких лучших решений на каждом шаге самоорганизации";

· принцип внешнего дополнения, связанный с непременным упоминанием теоремы Геделя (Нагель, Ньюмен, 1970): "...только внешние критерии, основанные на новой информации, позволяют синтезировать истинную модель объекта, скрытую в зашумленных экспериментальных данных";

· принцип массовой селекции, предложенный А.Г.Ивахненко (1982): "...модель оптимальной сложности получается в ходе наиболее целесообразного постепенного усложнения самоорганизующейся модели при достижении минимума внешнего критерия ее качества".

Рассмотренный выше шаговый алгоритм получения регрессионного по формальным признакам соответствует первым двум принципам самоорганизации: во-первых, предоставлена полная свобода выбора как включения новых факторов в модель, так и их исключения; во-вторых, пороговое значение F-критерия является внешним критерием селекции, задаваемым исследователем с использованием статистических таблиц либо исходя из интуитивных соображениий.

Самоорганизующиеся модели (англ. selforganisation models) служат только для прогнозирования поведения и структуры экосистем, так как по самой логике их построения участие исследователя в этом процессе сведено к минимуму - задание списка переменных (исходной организации) и критериев качества модели, формализующих цели исследования. Среди алгоритмов наибольшую известность получили эволюционное моделирование (Фогель и др., 1969; Букатова, 1979) и Метод Группового Учета Аргументов (МГУА), разработанный А.Г.Ивахненко (1975; 1982). Теоретическое обоснование МГУА, сделанное по нашей просьбе Ю.П.Юрачковским, приведено в Приложении к настоящей книге.

При синтезе моделей самоорганизации имеющаяся в распоряжении исследователя информация (матрица данных) разбивается по анализируемому фактору на три части: обучающую, проверочную и экзаменационную последовательности. В качестве критериев селекции возможно использование различных выражений (Ивахненко, 1975; Розенберг, 1985; Брусиловский, 1987), причем в каждом конкретном случае выбор наиболее подходящего критерия представляет собой ответственную и трудно формализуемую проблему. Наиболее часто используются следующие критерии, минимум которых соответствует оптимальной модели:

· критерий регулярности, представляющий собой среднеквадратическую ошибку прогноза проверочной последовательности:
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где ypi  -
 прогноз  i-го значения проверочной последовательности,

который получается по частному описанию; yфi - фактическое значение проверочной последовательности; n2 - объем проверочной последовательности;

· критерий минимума смещения, равный нормированной сумме квадратов разностей выходной величины двух моделей, полученных на двух различных частях таблицы исходных данных (позволяет выбрать модель, наименее чувствительную к изменению множества точек);

· критерий сходимости  (или точности) пошагового интегрирования конечно-разностных моделей;

· критерий баланса переменных, использующий прогнозируемое значение в некоторой отдаленной опорной точке;

· комбинированные критерии, объединяющие в себе два или несколько из перечисленных.

3.2.3. Общая схема постpоения алгоpитмов МГУА

Очевидно, что недостаточно только декларировать общую идею самоорганизации - перебор моделей по внешним критериям. Необходимо разработать конкретные алгоритмы организации перебора и довести их до практически удобных вычислительных программ.

Модель любого динамического пpоцесса максимальной сложности может быть получена в виде полного полинома Колмогорова-Габора:
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Ecли степень полинома равна числу аргументов m, то число членов полного полинома равно W = 
[image: image21.wmf]m
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, и при разных m приниимает значения 2,  6, 20, 70 и т.д. Например, для двух аргументов x1 и x2 (m=2) полином Колмогорова-Габора имеет шесть членов:

y = ao +  a1 x1 + a2 x2 + a3 x1 x2 + a4 x12 + a5 x22.

Поскольку для вычисления полного набоpа коэффициентов полинома необходимо, как минимум, такое же количество экспеpиментальных точек, то эта задача чаще всего остается неpазpешимой. Чтобы доопpеделить задачу, необходимо либо апpиоpи пpисвоить значение нуля некотоpому подмножеству коэффицентов, либо записать полный степенной полином в виде многоpядной системы полиномов с меньшим числом членов.

В соответствии с этими двумя возможностями в теоpии метода группового учета аргументов применяются две основные структуры генерации множества моделей, оцениваемых затем по критерию селекции:

· комбинаторные (непороговые) алгоритмы МГУА;

· многорядные (пороговые) алгоритмы.

В комбинаторных алгоритмах частные описания получаются из полного полинома Колмогоpова-Габоpа при помощи зануления тех или иных коэффициентов. Оставшиеся коэффициенты оцениваются с использованием всех точек таблицы исходных данных по методу наименьших квадратов. Нетрудно заметить общую аналогию комбинаторного алгоритма с операцией исключения шаговой процедуры регрессионного анализа.

Общая схема многорядного алгоритма МГУА воспроизводит схему массовой селекции, аналогичную задаче нахождения оптимальной стpуктуpы пеpцептpона. Пpи этом полный степенной полином записывается в виде многоpядной системы полиномов с меньшим числом точек. Подробно рассмотрим этот алгоритм в гл. 4, где анализируются многофакторные временные ряды.

Таким образом, роль субъективных факторов при построении самоорганизующейся модели сведена к минимуму: исследователь задает список переменных, вид опорной функции (для многоpядного алгоpитма) и критерий селекции модели, а синтез самой модели по алгоритмам МГУА осуществляет непосpедственно ЭВМ. 

3.2.4. Получение полиномиальной модели тренда с помощью  комбинаторного алгоритма МГУА

Комбинатоpные алгоpитмы МГУА основаны на полном пеpебоpе всех возможных комбинаций членов полного полинома m-й степени. Число уравнений регресcии, которые можно получить, задавая нулевые значения тем или иным коэффициентам:
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Так, при двух аргументах получим V2 = 31 уравнение,  при трех - V3 = 534287, при четырех - V4 = 1023 уравнений и т.д.

Для "усечения" числа вариантов приходится использовать методы селекции. При выборе оптимальной структуры уравнения используется перебор аргументов группами (или попарно), причем коэффициенты определяются методом наименьших квадратов на обучающей выборке исходных данных, а полученный вариант модели оценивается по заданному критерию селекции на проверочной выборке данных.

При селектировании в качестве начального множества выбирается некоторое число 2r исходных аргументов, из которых генерируется (22(r-1) - 1) членов полного симметричного полинома. Из полученных уравнений отбирается r самых точных уравнений и к ним добавляется следующая "порция" исходных переменных. Далее снова просчитываются все возможные варианты частных полиномов и выбираются r самых точных уравнений регресcии и т.д. Описанный цикл повторяется установленное число раз и из ряда в ряд селекции проходит r наилучших уравнений.

C использованием описанного алгоритма для временного ряда NH4+ были получены следующие лучшие модели (число точек в обучающей выборке n1 = 100, в проверочной - n2 = 44; максимально допустимая сложность - 5):

· модель R6  c оптимальным значением критерия регулярности на проверочной выборке (2 = 95.88 (селекция с использованием внешнего критерия):

Y(t) =  0.0279 t (arctg t)3 t0.5  + 0.0065 t e t/100; 

· модель R7 с оптимальным значением среднеквадратической ошибки на всей выборке (2  = 68.702 (селекция с использованием внутреннего критерия)

Y(t)  =   67.0983 e t/100  arctg t  - 4.1196 ln t t0.5  + 150.6277 (сos t)/t  + 0.1024 t sin t .

График модели R7  представлен на рис. 3.7.
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3.2.5. Выделение гармонического тренда оптимальной сложности

Выделение периодичностей в практике гармонического анализа (см. разд. 2.3.5) обычно сводят к аппроксимации временного ряда фрагментом ряда Фурье с некратными частотами (k (k = 1, 2, ..., m): 
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Условимся называть гармоническим трендом оптимальной сложности сумму гармоник тригонометрического ряда, в которых коэффициенты Ak и Bk определены по методу наименьших квадратов, а число гармоник m и их частоты выбраны так, чтобы получить минимум некоторого внешнего критерия селекции.

В использованной версии алгоритма (Справочник по  типовым..., 1980) в качестве критерия отбора использовался критерий регулярности, для чего исходный временной ряд NH4+ делился на две части - n = n1 + n2. Число гармоник m варьировалось от 1 до 12 с помощью поочередного опробования. Оптимизация частот выполнялась также при помощи перебора дискретного ряда значений, начиная с (min = 2(/n, по закону (л = (min + k (( (k = 1, 2, ..., n).

Уравнение гармонического тренда оптимальной сложности (модель R8) при достижении минимума критерия регулярности (2 = 0.908 имеет следующие коэффициенты:

№№ гармоник
Частоты (
Коэффициенты



cos(()
sin(()

1
0.13213
-17.554
-29.345

2
0.62553
10.1066
-12.633

3
0.97295
-3.5793
-10.761

4
1.36028
-4.1021
5.58763

5
1.57081
6.54521
-31.847

6
1.58386
-40.341
19.8291

7
1.62521
-12.940
9.71479

свободный член =
90.2277

График полученной полигармонической функции представлен на рис. 3.8. 
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3.3. МЕТОДЫ  КОЛЛЕКТИВНОГО  ПРОГНОЗИРОВАНИЯ 

Я быть не желаю властителем

Судьбы, подчинившейся мере.

Иду я по звездным обителям,

Вскрывая безвестные двери.

Валерий Брюсов 

3.3.1. Идея и общая постановка задачи комплексации

Для моделирования тренда одного и того же временного ряда может применяться достаточно много различных методов, некоторое подмножество которых было рассмотрено выше. Резерв повышения надежности прогнозирования в такой ситуации состоит в объединении отдельных моделей в коллектив, эффективность которого практически всегда оказывается значительно выше любого из его членов (Храбров, 1960; Багров, 1962; Жуковский, Брунова, 1978; Брусиловский, 1987). При этом очевидна аналогия с методами коллективного решения, столь эффективно используемым в обществе (Льюс, Райфа, 1961; Растригин, Эренштейн, 1981; Рабочая книга.., 1982). Структурные связи в коллективе выбираются таким образом, чтобы положительные свойства той или иной модели дополняли друг друга, а отрицательные - компенсировались (т.е. срабатывал бы эффект системности типа "целое больше суммы своих частей").

Техника комплексации заключается в оценке уровня компетенции каждого из независимых автопрогнозов в рамках, например, линейной их суперпозиции. При этом естественно, что наибольший вес при групповом прогнозе должны иметь самые лучшие модели. Однако, поскольку каждый из исходных предикторов специфически описывает сложную неоднородную структуру временных рядов, созданный коллектив не должен быть авторитарным и отождествлять мнение "непогрешимого" авторитета с мнением всего коллектива. Поэтому существенным влиянием должны обладать самые "непохожие" между собой модели-индивидуумы, являющиеся носителями нетривиальных тенденций моделируемого процесса.

Идея применения комплексации требует решения трех взаимосвязанных задач:

· расчет параметров различных моделей и оценка их качества по некоторому набору критериев;

· проектирование коллектива комплексирующих методов путем агрегирования полученных независимых автопрогнозов;

· формирование комплексного прогноза и оценка его качества.

Будем полагать, что исходный временной ряд представляет собой вектор наблюдаемых значений размерности n:

Y = (F1, ..., Fn) .
Предиктор, построенный для временного ряда Y, считается заданным, если известна его структура, найдены оценки всех параметров и вычислены все расчетные значения y = (R1, ..., Rn). Там, где это не приводит к двусмысленности, будем отождествлять предиктор с вектором полученных с его помощью расчетных значений.

Пусть имеется m прогнозов y1, y2, ..., ym переменной Y, полученных m различными моделями. Под комплексацией будем понимать процесс разработки оптимального в некотором смысле прогноза той же переменной Y, как функции индивидуальных прогнозов по моделям-предикторам: g = F(y1, y2,..., ym; t). Далее прогноз g будем называть коллективным прогнозом.

Очевидно,  что  качество  (надежность) предиктора тем выше,  чем "ближе" расчетные значения  к  фактическим.  Оценка этой "близости"  осуществляется путем вычисления значения того или иного критерия. Будем считать, что значение критерия не может быть отрицательным числом,  а качество предиктора тем выше,  чем меньше значение критерия.

Качество предиктора, как правило, оценивается по нескольким критериям одновременно. В этом случае мы имеем дело с векторной оценкой качества по вектору критериев:

C = C(Y, y, V) = (C1,..., Cl) ,

где Y и  y - векторы фактических и расчетных значений временного ряда; V - множество точек, по которым оценивается качество предиктора; l - число используемых критериев, l >0.

При векторной оценке качества предикторов часто оказывается полезным построение множества Парето, что дает возможность предварительного отбора лучших моделей-индивидуумов. Множество Парето МР формируется по следующей схеме (Брусиловский, Фридлянд, 1986):

· для каждой  произвольной пары предикторов y1 и y2,  если y1 ( МР, а  y2 ( MP,  справедлива система неравенств

Cs(Y, y1, V) <  Cs(Y, y2, V) для s = (1, ..., l),

причем хотя бы для одного s это неравенство строгое;

· если y1,  y2 < MP, то приведенные неравенства не выполняются.

Множество Парето, сформированное в результате полного перебора исходных моделей, будет включать в себя лучшие по отдельным критериям и самые "непохожие" друг на друга предикторы (в смысле близости векторов C).

Вычислим значения шести наиболее употребительных критериев для 8 описанных ранее моделей временного ряда NH4+ : 

№ модели
Средне-квадра-тич. ошибка
Cредний модуль ошибки
Макси-мальный модуль ошибки
Критерий регуляр-   ности
Коэффи-циент корре-ляции
Критерий Дарбина-Уотсона

R1
59.7
40.7
283
0.755
0.656
2.12

R2
51
33.2
246
0.646
0.764
1.93

R3
54.5
35.1
273
0.689
0.724
1.7

R4
66.2
45.9
287
0.837
0.547
1.15

R5
73.2
43.8
309
0.926
0.437
0.946

R6
75.6
54.1
349
0.957
0.443
0.885

R7
67.7
46.4
263
0.857
0.515
1.08

R8
71.7
52.8
255
0.908
0.419
0.839

Использованные в таблице номера соответствуют следующим моделям:

· R1
-
авторегрессия 3 порядка (разд. 2.4.5, рис. 2.24);

· R2
-
полином 9 порядка (разд. 3.1.3, рис. 3.3);                                  

· R3
-
сплайн с тремя узлами сопряжения (разд. 3.1.4, рис. 3.4);

· R4
-
аддитивная  регрессионная модель (разд. 3.2.1, рис. 3.6);

· R5
-
мультипликативная регрессионная модель (разд. 3.2.1);

· R6
-
полиномиальная модель МГУА с использованием внешнего критерия регулярности (разд. 3.2.3);

· R7 - полиномиальная модель МГУА с использованием внутреннего критерия cреднеквадратической ошибки (разд. 3.2.3, рис. 3.7);

· R8 - модель полигармонического тренда по МГУА (разд. 3.2.4, рис. 3.8).

Предварительный анализ векторов C свидетельствует о том, что безусловным лидером по всему набору критериев является полиномиальная модель R2. В отношении других моделей нет полной однозначности: например, модель сплайновой интерполяции R3 является второй по 5 критериям, однако по критерию Дарбина-Уотсона ее опережает модель авторегрессии R1. 

3.3.2. Классификация алгоритмов комплексации

Коллектив предикторов g чаще всего представляют в виде линейной комбинации из базового или суженного (наиболее информативного) множества исходных предикторов:
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где yk - вектор расчетных значений, полученных по k-му индивидуальному алгоритму для каждого момента времени, k=(1, 2, ..., m), (k - вектор неизвестных коэффициентов.

Задача комплексации эквивалентна определению совокупности векторов (k, удовлетворяющих заданным ограничениям и минимизирующим некоторый критерий качества.

Число различных алгоритмов синтеза непрерывных коллективных предикторов постоянно возрастает, а их классификация может быть весьма условной. Тем не менее выделим алгоритмы комплексации без адаптации, в которых предполагается, что компоненты вектора весовых коэффициентов (k  неизменны для всех моментов времени (вектор превращается в скалярную величину), и алгоритмы с адаптацией, если элементы вектора (k  пересчитываются (адаптируются) при переходе от точки t к точке t+1.

К группе алгоритмов без адаптации могут быть отнесены следующие:

· простое усреднение, когда единственный коллективный предиктор строится как среднее арифметическое всех прогнозов-индивидуумов;

· селективное усреднение, когда выбирается наилучший предиктор (в смысле вектора критериев C), полученный простым усреднением некоторого наиболее информативного набора исходных предикторов (Makridakis, Winkler, 1983);

· регрессионные алгоритмы, где коэффициенты (k  определяются как коэффициенты регрессии по той или иной модификации метода наименьших квадратов (Дайитбегов и др., 1984);

· метод, названный "модельным штурмом", который для построения функции 

g = F( y1, y2, ..., ym; t)

использует многорядный алгоритм МГУА (Брусиловский, Розенберг, 1983);

· алгоритм факторного анализа, когда базовый набор исходных предикторов выражается через небольшое число главных компонент - линейных комбинаций индивидуальных прогнозов, к которым на последующих шагах может быть применен любой другой алгоритм комплексации (Горелик, Френкель, 1983);

· использование для комплексации классической задачи математического программирования (Бронштейн, Брусиловский, 1984), когда ищется минимум целевой функции  
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где ps - задаваемые исследователем неотрицательные весовые коэффициенты (приоритеты) отдельных критериев Cs;

· алгоритм, предложенный одновременно и независимо Дж.Дикинсоном (Dikinsen, 1975) и Э.Б.Ершовым (1975) и основанный на минимизации дисперсии ошибки коллективного предиктора.

К адаптивным алгоритмам относятся алгоритмы Бейтса-Гренджера (Bates, Grander, 1965), Ньюболда-Гренджера (Newbald, Grander, 1974), Лукашина (1979) и др.

Очевидно, что подавляющее большинство неадаптивных алгоритмов комплексации основано на тривиальных методах обработки многомерных наблюдений. 

Обозначим как G1 коллективный прогноз временного ряда NH4+ , полученный как среднее арифметическое сопряженных значений по 8 описанным выше индивидуальным моделям. 
Использование описанного выше шагового метода получения регрессионной модели дает следующее линейное уравнение:

G2 =  -44.5 + 0.832 R2 + 0.48 R8 + 0.779 R7  - 0.748 R5.

Если в регрессионном уравнении учесть также все парные взаимодействия индивидуальных прогнозов, то коллективный предиктор будет иметь вид:

G3 =  59.6 - 0.203 R1 - 0.6 R8 + 0.00973 R2 R8 + 0.0138 R7 R8 -

- 0.0079 R5 R8  - 0.0024 R6 R8  - 0.0033 R4 R8.

Аналогичная модель, полученная по комбинаторному алгоритму МГУА (см. описание в разд. 3.2.3) с использованием внутреннего критерия - среднеквадратической ошибки на всей выборке, выражается следующим полиномиальным уравнением

G4 =  0.5805 R7 - 0.1864 R8 + 0.0098 R2 R8 - 0.002 R6 R8 -  0.0024 R1 R5.

Более строгий подход к специфике и исходным предпосылкам синтеза коллектива предикторов демонстрирует алгоритм Дикинсона-Ершова, общее описание которого приводится ниже.

Пусть исходные предикторы, входящие в базовый набор, удовлетворяют следующим условиям:

· ошибки каждого предиктора есть независимые и случайные величины, подчиняющиеся нормальному закону распределения с нулевым средним и постоянной дисперсией;

· исходные предикторы являются несмещенными в смысле Бейтса-Гренджера (Bates, Grander, 1969), т.е. не дают систематической недооценки или переоценки фактических значений временного ряда.

На компоненты вектора (k налагаются ограничения нормировки: 


[image: image28.wmf]1

1

=

å

=

m

k

k

w

,  (k > 0 ,  k = 1, 2, ..., m ,

С учетом сделанных допущений, дисперсия ошибки коллективного предиктора вычисляется по формуле
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Минимизируя (m методом неопределенных множителей Лагранжа:


[image: image30.wmf]min

)

(

,

Þ

-

+

å

å

=

m

i

i

m

j

i

ij

i

i

1

1

w

l

d

w

w


легко получить искомый вектор весовых коэффициентов (opt. 

На практике дисперсии ошибок (ij оказываются неизвестными, поэтому Дж.Дикинсон (Dikinsen, 1975) предлагает использовать их оценки Sij. Э.Б.Ершов (1975) для определения (opt применял метод максимального правдоподобия и постулировал нормальность совместного распределения ошибок индивидуальных предикторов, входящих в базовый набор.

Kоллектив предикторов Дикинсона-Ершова для набора исходных моделей R1-R8 ряда NH4+ имеет вид:

G5 = -20.088 - 0.144 R1 + 0.9597 R2 + 0.0746 R3 - 0.359 R4 - 1.153 R5 + 0.045 R6 + 1.247 R7 + 0.331 R8
Интересно отметить, что во всех синтезированных коллективах G2-G5, если ориентироваться на коэффициенты уравнений, достаточно скромный вклад вносит наилучшая исходная модель R2 (и уж совсем незаметна индивидуально сильная модель сплайновой интерполяции R3). В то же время неожиданную "популярность" приобрела весьма специфическая модель полигармоничного тренда R8, совсем не блиставшая в рейтинге индивидуалов. Этот факт служит подтверждением высказанного выше тезиса о ценности для коллектива "зерен нетривиальности", рассыпанных в исходных моделях.

Алгоритм Бейтса-Гренджера, в его каноническом описании, предназначен для синтеза коллектива, имеющего минимальную возможную дисперсию ошибки по двум исходным моделям y1 и y2:
gi = (i Ri1 + (1 - (i) Ri2,   i = 1,2,...,n.

При этом постулируются все исходные допущения, декларированные в методе Дикинсона-Ершова, а вектор (i можно рассматривать как оценку вектора (opt, вычисленную в точке i в условиях отсутствия достоверной информации об элементах ковариационной матрицы ошибок. Для расчета вектора весовых коэффициентов используют различные адаптационные процедуры, обладающие необходимыми свойствами сходимости и эффективности.

Для того, чтобы алгоритм Бейтса-Гренджера мог быть использован в случае произвольного числа исходных предикторов, применяют специально разработанные многошаговые и комбинированные процедуры.

Сравнительный анализ эффективности каждого из рассмотренных методов комплексации проведем с использованием знакомого нам по предыдущему разделу набора критериев: 

№ модели
Средне-квадра-тич. ошибка
Cредний модуль ошибки
Макси-мальный модуль ошибки
Критерий регуляр-   ности
Коэффи-циент корре-ляции
Критерий Дарбина-Уотсона

G1
58.4
38
277
0.739
0.711
1.49

G2
47.8
34
218
0.605
0.797
1.93

G3
42.8
30.7
178
0.541
0.841
1.93

G4
43.9
31
210
0.556
0.831
1.91

G5
47.9
34.2
197
0.607
0.796
1.87

G6
54.2
36.9
276
0.686
0.727
1.71

Использованные в таблице номера соответствуют следующим коллективам предикторов:

G1
-
среднее значение индивидуальных прогнозов;

G2
-
линейная регрессионная модель;

G3
-
нелинейная регрессионная модель;

G4
-
модель по комбинаторному алгоритму МГУА;

G5
-
коллектив предикторов по алгоритму Дикинсона-Ершова;

G6
-
коллектив предикторов по алгоритму Бейтса-Гренджера.

Нетрудно заметить, что безусловным аутсайдером по всем критериям оценки является простое усреднение частных прогнозов (G1). Это естественно, поскольку составить работоспособный коллектив без учета уровня компетентности его членов - невыполнимая задача в любой сфере деятельности. Не претендуя в настоящей работе на глобальные обобщения, следует отметить явное преемущество нелинейных регрессионных методов (G3) и алгоритмов МГУА (G4) над другими процедурами. Они позволяют расширить класс функций, в котором ищется предиктор-коллектив, до класса полиномов произвольной степени от многих аргументов и использовать в качестве целевой функции не только дисперсию ошибок, но и любой другой критерий. Кроме того, для их применения не требуется выполнения условия нормировки весовых коэффициентов.

График интерполяции ряда NH4+ коллективом предикторов, полученный с помощью нелинейной регрессионной модели (G3), представлен на рис. 3.9.
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